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(Egydimenzios véletlen onhasonlo iteralt fiiggvényrendszerek tulajdonsagai)

Orgovanyi Vilma

A disszertacid a statisztikailag 6nhasonld egydimenziés halmazok egy specidlis csaladjat vizsgélja. A
csalad prominens példai a véletlen szivacsok racionélis projekciéi. Itt szivacs alatt egy olyan 6nhasonld
halmazt értiink, amelyet tgy hozunk létre, hogy a teret rekurzivan felosztjuk egy tengelyparhuzamos, 1/L
oldalhossziisdgu racsra, melybél valamilyen szabaly alapjan megtartunk és eldobunk bizonyos részteri-
leteket. A kutatas célja annak feltérképezése, hogy a valdszintiségi paraméterek valtoztatasaval miként
alakul a kapott véletlen attraktor Hausdorff-dimenziéja, Lebesgue-mértéke, illetve, hogy az tartalmaz-e
belsé pontokat.

A kérdésfelvetés egészen a Marstrand-féle vetitési tételig vezethets vissza. Eszerint ugyanis, ha egy
sikbeli Borel-halmaz dimenziéja nagyobb, mint egy, akkor majdnem minden vetiiletének pozitiv a hossza,
mig ha a dimenzi6 kisebb, mint egy, akkor a vetités nem csdkkenti a halmaz dimenzi¢jat majdnem minden
irdnya vetités esetén. Bizonyos véletlen halmazcsaladra — a Mandelbrot perkolaciés halmazra — ennél
erGsebb allitas is igaz. A kétdimenziés térben ennek konstrukcidja a kovetkezs: Rogzitiink egy L > 1
egész szamot és egy 0 < p < 1 valoszintiséget. A zart egységnégyzetet L? darab egybevagod résznégyzetre
osztjuk, melyek mindegyikét egymastol fliggetleniil p valdszintiséggel megtartjuk, 1 — p valoszintiséggel
pedig elvetjiik. Ezt a folyamatot a megmaradt négyzetekben ismételjitk a végtelenségig, vagy amig nem
marad tobb négyzet. Az igy kapott halmazt Mandelbrot perkolacios halmaznak nevezziikk. Ez p >
1/L? valasztas esetén pozitiv valoszintiséggel nem iires halmaz, melynek a dimenzi6ja log(L%p)/log(L)
majdnem biztosan feltéve, hogy a halmaz nem fiires. A Mandelbrot perkolacié esetében, ha a halmaz
dimenzidja nagyobb, mint egy, akkor a vetiilet tartalmaz intervallumot majdnem biztosan, feltéve, hogy a
halmaz nem iires, szimultan minden irdnyba vett vetiilet esetén. Ha a dimenzio6 kisebb vagy egyenld, mint
egy, akkor a dimenzié nem esik. Ezzel szemben, t6bb, az irodalomban megtalalhaté példa mutatja, hogy
amennyiben a perkolacios folyamatot megszoritjuk egy sikbeli (nem trivialis) szivacs épit&elemeire, akkor
teljesen méas kép rajzolodik ki. A dolgozatom célja ezen kép finomitasa: egy az irodalomban talalhaténél
tagabb csalad vizsgalata (a korabban ismertnél bonyolultabb atfedésrendszerek is megengedettek), és a
tulajdonsagok atfogo vizsgalata. A dolgozat f6 eredményei a kivetkezSképpen foglalhatoak ssze:

1. Lebesgue-mérték pozitivitasa: A dolgozat a Lyapunov-exponens segitségével ad éles feltételt
arra, hogy a véletlen attraktornak mikor pozitiv a Lebesgue-mértéke. Amennyiben a Lyapunov-
exponens pozitiv, a mérték is pozitiv, mig negativ vagy bizonyos kritikus esetekben a mérték nulla.

2. Hianyzo belsé pontok feltétele: Bizonyitjuk, hogy ha a rendszert leiré matrixok alsé spektralsu-
gara egynél kisebb, akkor az attraktor belseje majdnem biztosan iires, még pozitiv Lebesgue-mérték
esetén is.

3. Pozitiv Lebesgue-mérték, de iires belsd: Feltételeket kereslink, amelyek mellett a véletlen attraktor
Lebesgue-mértéke pozitiv, ugyanakkor nincsenek bels§ pontjai. Részleges megoldast fogalmazunk
meg a rendszert leiré matrixokhoz tartozé szubadditiv nyomasfiiggvény konvexitasanak felhaszna-
lasaval.

4. Bels6 pontok: Elégséges feltételt adunk arra, hogy az attraktor majdnem biztosan tartalmazzon
belsé pontot.

5. Dimenzioelméleti eredmények: A disszertacidoban a szubadditiv nyomésfiiggvény segitségével
megadjuk a véletlen attraktor dimenzi6jat.

A dolgozat a kidolgozott elméletet olyan konkrét példakon keresztiil szemlélteti, mint a jobb oldali
Sierpiniski-szényeg 45 fokos vetiilete.



