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1. Bevezetés

Ebben a tézisfiizetben révid 6sszefoglaldot adunk a disszertacidé motivaciojarol,
ismertetjiik a disszertacio {6bb tételeit, és bemutatunk néhany alkalmazast. A
disszertéicio a statisztikailag énhasonlé halmazok egy specialis csaladjarol szol.

A Mandelbrot perkolaciét R2-ben a kovetkezéképpen konstrualjuk induktiv
modon. Rogzitiink egy L > 2 egész szamot és egy p € (0, 1] valoszintségi
paramétert. A zart egységnégyzetet L2 egybevigd résznégyzetre osztjuk, ame-
lyek mindegyikét egyméstol fiiggetleniil p valdszintiséggel megtartjuk, és 1 —p
valoszintiséggel elhagyjuk. Ezt a folyamatot a megtartott négyzetekben a
végtelenségig ismételjiik, vagy amig nem marad t6bb négyzet, melynek ered-
ményeképpen kapjuk a Mandelbrot perkoldcict. Ezt a perkolacios folyamatot
egy 2-dimenszios szivacs épitGkoveire megszoritva egy véletlen szivacsot ka-
punk. Véletlen szivacsok egyenesekre vett raciondlis vetiileteit! vizsgaljuk a
Hausdorff-dimenzi6, a Lebesgue-mérték pozitivitasa és belsd pontok létezé-
se szempontjabol. A Mandelbrot-perkolacioval ellentétben a szivacs térbeli
inhomogenitasa kvalitative eltér6 jelenségeket eredményez.

A 2-dimenzios szivacsok egy jol ismert példaja a Sierpinski-szényeg, azonban
ebben a tézisfiizetben a sokkal egyszertibb derékszogi Sierpiriski-szdnyegre
fokuszalunk, ennek konstrukciéjahoz lasd az 4. szakaszt.

1.1. A kutatas motivacidja

A projekcidelmélet egyik korai, meghatarozo eredménye Marstrand vetiiletté-
tele 1954-bdl [15].

1.1. Tétel. Legyen E < R? egy Borel-halmaz. Ekkor a kovetkezdk teljesiilnek.

e Ho dimy E > 1, akkor E majdnem minden egyenesre vett vetiilete pozitiv
Lebesgue-mértéki.

Iracionalis vetiiletek alatt racionalis iranytangenst egyenesekre vett mersleges vetiileteket

értiink. Szivacsok alatt olyan 6nhasonlé halmazokat értiink, amelyek elsS szint hengerei
egy 1/L-racshoz illeszkednek valamely 2 < L € N esetén.



e Ha dimy F > 1, akkor E majdnem minden egyenesre vett vetiiletének a
Hausdorff-dimenzidja megegyezik E dimenzidjdval.

Itt csak néhany, véletlen halmazokhoz kapcsolodo tétel emlitiink azon
szamos eredmény koziil, amelyek megsziiletését ezen tétel inspiralta. Jelolje
M, = /\/15 az L és p paraméterti Mandelbrot-perkolaciot. Jol ismert (lasd
példaul Kahane [13], Hawkes [11], Falconer [6], Mauldin-Williams [16]), hogy
ebben az esetben

log L?p

dimH Mp = logL

majdnem biztosan az M,, # & feltétel mellett®. (1.1)

A kovetkez tétel azt mutatja, hogy a Mandelbrot-perkolaciora Marstrand
tételének egy erdsebb valtozata teljesiil.

1.2. Tétel (Rams-Simon, [22], [23]). e Hag dimg M, > 1, akkor a nem-
kihalds feltétele mellett majdnem biztosan az Gsszes egyenesre vett vetiilet
szimultdn tartalmaz intervallumot.

o Ha dimpy M, < 1, akkor majdnem biztosan az Osszes egyenesre vett
vetiilet Hausdorff-dimenzidja megegyezik dimpg M,, értékével.

A fenti allitas azért teljesiilhet szimultan minden irdnyra, mert a Mandelbrot-
féle perkolacios fraktal térben homogén. Simon és Vagoé megmutatta a [26]
cikkben, hogy ha egy anal6g perkoléacios folyamatot tekintiink a Sierpinski-
szényeget is alkotd négyzeteken, akkor a kapott véletlen halmazra a 1.2 Tétel
nem teljesiil.

1.3. Tétel (Simon-Vagoé [26]). Jeldlje S, a p paraméterd véletlen Sierpinski-
szényeget. Minden raciondlis tangenst o szdghdz létezik egy I, paraméterin-
tervallum gy, hogy p € 1, esetén szimultin dimy S, > 1, de a proj, S, nem
tartalmaz belsd pontot majdnem biztosan.

Megjegyezziik, hogy ez 0sszességében nem olyan meglepd; mar a determi-
nisztikus esetben is jol ismert, hogy szivacsoknal a raciondlis irAnyokban vett
vetiiletek altalaban kivételesek.?

Természetes a kérdés, hogy milyen viselkedéseket figyelhetiink meg, ahogy
a p valosziniiségi paramétert valtoztatjuk véletlen inhomogén szivacsok (mint
példaul a véletlen Sierpinski-szényeg) racionalis vetiiletei esetén.

Tengely-vetiiletek Egy mar alaposan viszgalt eset az, amikor a koordi-
natatengelyekre vett vetiileteket vizsgaljuk. Ezt Falconer, Dekking, Grimmet
és Meester tanulmanyozta a Hausdorfl- és a dobozdimenzio [3, 9. tétel] és
[7], a bels6 pontok létezése [8], illetve a Lebesgue-mérték pozitivitasa [3, 8.
tétel] szempontjabol. Megjegyezziik, hogy ezek az eredmények a példak egy

31sd. pl. a négy-sarok halmazt.



Hm/, =1

dim projA, =1

Leb(proj(A,) > 0
Ul dim projA, = dim A, a.s. ll dim projA, < dim A, a.s. * Int(proj(A,) = 0 a.s. *
Int(proj(A,) # 0 a.s. *
Zrmzl Zm,:logm,:zO me:[’ Viim>1
dimA, =1 as. *

1. 4bra. A paraméterintervallumok és hataraik a p valoszintiségi paraméter
valtoztatésakor, abban az esetben, amikor egy A, véletlen szivacsot a koordi-
natatengelyre vetitiink. A vetitett halmazt proj A, jeloli, m; az oszloponkénti
varhato értékeket jeloli, a * pedig a nem-kihalas feltételére utal.

altalanosabb csaladjara is érvényesek annal, ahogyan itt prezentaljuk Sket. Az
eredmények az {m;};c[z] oszlopra megszoritott varhato értékeken alapulnak.
Nevezetesen legyen m; azon els6 szintd négyzetek varhatd szama, amelyek az
i-edik L-adikus intervallumra vetiilnek: [iL~!, (i + 1)L~']. Ekkor bizonyos
gyenge regularitasi feltételek mellett a kovetkezs teljesiil a vetitett proj A
véletlen halmazra:

1. Ha m; > 1 minden i-re, akkor proj A tartalmaz bels6 pontot a nem-
kihalas feltétele mellett.

2. Ha HiLz_Ol m; > 1, akkor proj A pozitiv Lebesgue-mértéki majdnem
biztosan a nem-kihalas feltétele mellett,

3. dimp proj A = dimp proj A = inf,c[o 1 log(ZiL;()l mt)/log(L) majdnem
biztosan a nem kihalas feltétele mellett.

A fentieket néhany kovetkezménnyel egyiitt a 1. abra foglalja 6ssze abban az
esetben, amikor nem minden m; egyezik meg®. Véletlen Cantor-halmazok
Osszegei Itt csak megemlitjiik, hogy [4, 5, 17] cikkekben a szerzdk 1-dimenzios
véletlen Cantor-halmazok kiilonbségeit vizsgaltak. Ezen halmazok kapcso-
lata a racionalis vetiiletekkel abbdl fakad, hogy két halmaz kiilonbsége a
szorzathalmaz 45 fokos vetiiletének egy atskalazott valtozata. A szerzék ha-
sonl6 szenpontokbol vizsgaltak ezen halmazokat: belsé pontjainak 1étezését
és Lebesgue-mértékiik pozitivitdsat tanulményoztak. Az ezekben a cikkekben
bevezetett bizonyitasi 6tletek nagyon jol alkalmazhatoak voltak a szivacsok
racionélis vetiileteinek tanulméanyozasakor is.

4ha mindegyik megegyezik, akkor a Mandelbrot perkolaciohoz hasonlé viselkedést tapasz-
talunk.



Tovabbi jelolések A végtelen szavakat és matrixokat félkovér bettikkel,
mig a vektorokat és véges szavakat alahuzassal jeloljiik. Egy 2 < K € N esetén
a[K]={0,...,K —1} és [K]; = {1,..., K} jeloléseket hasznaljuk.

Az T abécé esetén I™ jeloli az n hosszlsagu szavak halmazat, 7% = | J, . I"
a véges szavak halmazat, és X7 az T feletti végtelen szavak halmazat. Jelolje
0], és 0|, az 0 véges sz0, illetve a 6 végtelen sz6 n hosszusagl prefixumat.
Egy nemnegativ M matrix esetén jelolje M (i, ) az i-edik sor j-edik elemét,
és [M] =2, Zj M(i, 7).

Osszefoglalé A disszertacioban azt vizsgaltuk, hogy a tengelyekre vett
vetiileteknél megfigyelt tulajdonsagok (ahogyan azt a 1. abra illusztralja)
megjelnnek-e altalanos racionéalis vetiiletekre. Kezdetben nem volt vildgos, hogy
léteznek-e hasonlé intervallumok, vagy 0j paraméterintervallumok jelennek-e
meg. Végiil az eredményeink egyelére azt mutatjak, hogy nem lépnek fel Gj
jelenségek.

2. Felépités

Ebben a szakaszban bevezetjiik a determinisztikus Iterédlt fliggvényrendszerek
(IFS-ek) egy csaladjat, az ugynevezett egész-onhasonls IFS-eket, valamint azt
a véletlen folyamatot, amellyel kivalasztjuk, hogy mely elemeket tartjuk meg
és melyeket hagyjuk el, mely folyamat végiil egy véletlen attraktort general.

Kontrakciok egy véges S 1= {S;()}ie[ar), listajat kontrakcids iterdlt fiigg-
vényrendszernek (IFS) nevezziik. Ebben a disszertacioban homogén, egydi-
menzios, onhasonlo IFS-ekre szoritkozunk, ahol az IFS minden fiiggvénye egy
hasonlosagi transzformacio: vagyis minden i € [M]; esetén, az S; : R —» R
leképezés S;(x) = rx + t; alakt valamely r € (—1,1)\{0} és ¢; € R esetén.

A tovabbiakban a kovetkezs jelolést hasznaljuk:

Siy.iy = S8iy 0205,

Létezik olyan kompakt B < R halmaz, amelyre S;(B) < B. Hutchinson
egy klasszikus eredménye szerint ehhez az S IFS-hez egyértelmiien létezik
olyan nem iires kompakt halmaz, amely kielégiti a kévetkezst:

A= | si).
iE[M]l

Erre a halmazra attraktorként hivatkozunk, és megjegyezziik, hogy ekvivalens
modon a kovetkezSképpen is definidlhato:

A=) U Si.i(B)

nEN (iy,...,0n)E[M]}



2.1. Egész-6nhasonl6 IFS-ek
Megkoveteljiik, hogy az IFS-re a kovetkezd két tulajdonsag teljesiiljon.

(a) Minden kontrakci6 ugyanannak az egész szamnak a reciproka: azaz
r = 1/L valamely L > 2 egész szamra.

(b) Minden ¢; eltolas racionalis szam.

Emlékeztetjiik az olvasot, hogy ilyen IFS-ekre standard példak a 2-dimenzios szi-
vacsok racionalis vetiiletei. Ezek az IFS-ek konjugalhatok olyan 6nhasonlo IFS-
ekké, amelyek kozos kontrakeios aranya 1/L és eltolasai 0 = ¢y <ty < -+ < tyy,
ahol ¢; € Z minden i-re, és L — 1 osztja tps-et. Az ilyen alaka IFS-eket egész-
onhasonld IFS-nek (ISSIFS) nevezziik. Ezeknek az IFS-eknek a cilinderhalma-
zai (S;([0,tarL/(L —1)])) jelentds atfedéseket tartalmaznak. Altalaban véve
az atfedések jelentGsen megbonyolithatjak az attraktor geometriai elemzését.
Azért ezeket az IFS-eket vizsgaljuk, mert az a struktira, ahogy az atfedé-
sek megjelennek rendkivil jol jellemezhets matrixok egy véges halmazanak
segitségével.

Rogzitiink egy S egész-6nhasonld IFS-t, amelynek k6z6s kontrakeios aranya
1/L, és #S8 = M. Legyen n az S IFS-hez és az (1/M, ..., 1/M) valoszintségi
vektorhoz tartozd 6nhasonl6 mérték: A < R Borel halmazokra az n mérték
kielégiti a kovetkezst:

1 _
n(A) = 3, 57055 A).
Ezutan bevezetjiik R (mod 0)-felosztasainak egy csaladjat, és ezen felosztasok
elemeire L-adikus intervallumokként hivatkozunk:
Dy ={[(i—1)L*iL7*]:ieZ}, ke{-1,0,1,2,...}. (2.1)

Kiilonos figyelmet forditunk a D_; azon elemeire, amelyek pozitiv n-mértékiiek.
Ezeket alapintervallumoknak nevezziik. Az alapintervallumok a kévetkezok:
N
{J(“) = [buL, (by + 1)L]} , bueN, by <busr, u=1,...,N—1. (22
u=1

A legkisebb intervallum, amely tartalmazza az Gsszes alapintervallumot:

I= [O,LZM__Il] . (2.3)

Minden k& € [N]; és n € N esetén a J (k) alapintervallum feloszthat6 a D,,_1-
ben foglalt L darab, egyenként L~ ("1 hossztusagi egybevago részinterval-
lumra, amelyeket Jék)—val jeloliink, ahol § = (64, ...,6,) € [L]™. Pontosabban,
uwe [N]; és 6 € [L]" esetén:

Jg = lbuL + D2 0L7D by L+ D 0L 4 LD
=1 {=1



Ezeknek az IFS-eknek egy kulcstulajdonséagu, fentebb emlitett tulajdonsaga,
hogy lehet&vé tesz egy az atfedéseket kodold matrixreprezentaciot. Ezt Victor
Ruiz vezette be a [24] cikkben, determinisztikus IFS-ek vizsgalatara. Minden
0 € [L]™" és n > 1 esetén definialjuk a kévetkez6 N x N-es méatrixot:

By(u,v) = # {£e [M]} : S((J®) = I}
Megmutathato, hogy 8 = (61,...,0,) € [L]™ és n > 1 esetén,

BQ(U, ’U) = (Bgl R ]30”)(’11,7 ’U).

2.2. A véletlen folyamat

2.1. Definici6é (Helyettesitséses énhasonlé halmazok). Legyen S = {Si}f\il
egy egész dnhasonlo IFS és legyen p = (pn)rep(m],) €8y valoszintségi el-
oszlas az [M]; hatvanyhalmazan. A megfelel helyettesitéses dnhasonldé A
halmazt a koévetkezdképpen definialjuk: Az elsd 1épésben kivalasztunk egy
véletlen £ < [M]; részhalmazt ugy, hogy P(€; = h) = py, teljesiiljon barmely
h e P([M]1) esetén. Tegyiik fel, hogy az n-edik szinten megtartott csiicsok
En < [M]7-nel jelolt halmazat mar megszerkesztettitk. Minden megtartott
i € &, cstcshoz (fiiggetleniil) valasztunk egy véletlen é’lm c [M]; részhal-
mazt, amelynek eloszlasa megegyezik az & p eloszlasaval. Egy megtartott i

cstics leszarmazottainak halmazat az O(i) = {ik e [M]|7™! : ke Slm} képlet
definialja.
Ezutan az n + 1-edik szinten megtartott csticsokat az Gsszes leszarmazott
uniojaként definialjuk:
Ent1 = U O(i) = [M]{H_l'

€€y

Végiil a helyettesitéses 6nhasonl6é halmazt a kovetkezdképpen definialjuk:

A= s,

n=114ie&,
ahol I-t a (2.3) képlet definialja.

Az alkalmazasokban egy specialis csaladot tekintiink, amelyre pénzfeldo-
basos egész-onhasonlé IFS-ként hivatkozunk. Ebben az esetben roégzitiink
egy p € (0,1] valoszintiségi paramétert, és a perkolacios folyamatot a cilinder
halmazokon vessziik. Ez az a specialis eset, amikor a p = (pp)pcqarg, eloszlast
a kovetkez6képpen adjuk meg:

pn = p""(1 —p)M " (2.4)



2.3. Egy fontos mennyiség: A varhatéérték-matrixok

Az eredményeket a varhatoérték-matrixok fogalmaival mondjuk ki. Ezek a
{Bg}gerz) matrixok varhatoérték-analogjai. Nevezetesen, legyenek {Mp}gerr+
azok a matrixok, amelyek kielégitik a kovetkezét:

My(u,v) =E (# {g e [M]7 : Sy(J™)) = JQ(“)}) ‘ (2.5)

minden § € [L]™ esetén.
Megjegyezziik, hogy (01,...,6,) = 6 € [L]™ esetén My = My, - -- My
hogy a pénzfeldobasos rendszerekre My = p"By.

n?

3. Eredmények és alkalmazasok

A disszertacio a kovetkezs cikkeken alapul: [18—-20]. Ezek mindegyike mar
elfogadott, és Simon Karollyal k6z6s munkan alapul. A 3.2.; 3.6. tétel és a
3.7., 3.8. lemma a [20] cikkben jelent meg. Ott ezeket magasabb dimenzioban,
pénzfeldobasos rendszerekre bizonyitottuk. A 3.12. tétel ebben a formaban
a [20] cikkben jelent meg. Ennek altalanosabb verzidja, a 3.11. tétel a 3.15.
tétellel egyiitt ebben a disszertacidban jelenik meg elGszor.

Ebben a szakaszban minden eredményt egy egész IFS-hez konjugalt 1-
dimenzids IF'S cilinderein alkalmazott helyettesitéses rendszerek attraktoraira
mondunk ki. Az IFS S = {S;(x) = x/L + t;}}1,, az attraktort A jeldli (ahol a
A, jelolést a p valoszintiségi paraméterti pénzfeldobasos rendszereknek tartjuk
fenn). Hangstlyozzuk, hogy a kozos kontrakcios arany L~!, a leképezések
szama M, és N darab alapintervallum van, amelyeket J1) ... JO) jelsl.

A varhatoérték-matrixok M = {My,...,M_;}. Ezek a matrixok konst-
rukciojukbol adodéan nemnegativak. Egy nemnegativ matrixot megengedetinek
nevezziik, ha minden varhatoérték-matrix minden sora és oszlopa tartalmaz
szigortan pozitiv elemet.

3.1. Definici6é (kozosen pozitivan irreducibilis matrixok). Tekintsiik a nemne-
gativ, megengedett métrixok {My, ..., M _;} halmazat. Adott l-)-en értel-
mezett v valoszintiségi mérték esetén azt mondjuk, hogy a matrixok kdzdsen po-
zittvan irreducibilis tulajdonsaguak, ha létezik olyan (61,...,0,) € »Mh véges
sz0, amelyre a My, ... My, egy szigorian pozitiv matrix, és v([f1,...,0,]) > 0.
Amikor a mérték implicit, az alatt azt értjiik, hogy a méatrixok az egyenletes
eloszlasra nézve kozosen pozitivan irreducibilis tulajdonsagiak.

3.1. Ergodikus mértékek a véletlen attraktoron

Az itt szerepls tétel részben a [19] cikkbeli alapul, és a [20] cikkben jelent meg
pénzfeldobésos rendszerekre. A fraktalgeometridhoz valoé hozzajarulasaink a
kovetkezdk:



e A disszertacioban bebizonyitjuk a [21, 2.6. tétel|-t a véletlen kdrnyezetben
zajlo tobbtipusiu elagazo folyamatok kihaldsarol, feltételezve, hogy a
varhatoérték-méatrixok csak egy gyenge pozitivitasi feltételt elégitenek ki.
Hasonlo jellegii eredmények léteznek az irodalomban (lasd példaul [1, 14,
27], vagy a [28] osszefoglalo cikket), de csak a varhatoérték-méatrixokra
vonatkozo erGs pozitivitasi feltételezésekkel. Ezek a feltételezések nem
teljesiilnek az atfedésekkel rendelkezs véletlen 6nhasonlé halmazokat
koédolod varhatoérték-méatrixokra.

o A [21, 2.6. tétel] felhasznalasaval kiterjesztjiik azokat az eredményeket,
amelyek egy véletlen halmaz pozitiv mértékiiségét vizsgaljak egy rogzi-
tett ergodikus mértékre (példaul a Lebesgue-mértékre) vonatkozoan, a
csak egzakt vagy elhanyagolhato atfedésekkel rendelkezé halmazokrol az
altalanos egész IFS-ekre. (3.2. tétel.)

Fogalmak

Jelolje I : B — [0,1] az L-adikus kodolo leképezést, és egy J™) alap-
intervallum esetén definialjuk a T, : [0,1] — J® projekciot x € [0,1]-re a
Tu(2) = L(b, + z) képlettel. Tekintsiik a I', o Iy, : X — J( kompoziciot,
melyre bevezetjik a kovetkezé jelolést:

N
U= Z(FHOHL)*V, (3.1)
j=1

ahol (T, oIly,),v jeldli a v el6retolt mértékét a Ty, o1y, leképezésre vonatkozoan.

A
.11
A(M) = Tim ——— > log [yl
oe[L]™

mennyiséget v-re vonatkozo Ljapunov-exponensnek nevezziikk. Amikor a mérték
nincs specifikilva, akkor a XXl-en vett egyenletes mértékre gondolunk. Ekvi-
valens modon A, (M) = lim,, ., 1/nlog(|Mg),|) teljesiil -majdnem minden
0 € XX eseten.

Ezen szakasz {6 eredménye a 3.2. Tétel. Ez szorosan kapcsolodik bizonyos
elagaz6 folyamatok kihaldsdhoz. A kritikus eset kezeléséhez egy tovabbi
regularitasi feltételre van sziikségiink, amelyet most ismertetiink.

Definialjuk az Y (6,v) = (#{i € & : Si(J®) = J'})werny, vektorérteki
valoszintségi valtozokat 0 € [L] és v € [N]; esetén.

1. Feltétel. Egy rogzitett Ll-en vett ergodikus v mértékhez létezik olyan
0 € [L], amelyre v([0]) > 0, és minden v € [N]; esetén:

N
P (0 0) e 0 JJe) <1



Eredmények

3.2. Tétel. Tekintsink eqy ergodikus v mértéket LX) téren. Ha az M kézésen
pozitivan irreducibilis a v-re vonatkozéan, akkor a kévetkezdk teljesiilnek a v
(3.1) mértékre:

e Ha )\,(M) > 0, akkor U(A) > 0.
o Ha \,(M) <0, akkor U(A) = 0.

o Ha \,(M) =0 és a véletlen attraktorhoz tartozo {Y (0,v)} vektorértéki
valdszintségi vdltozok kielégitik a 1. Feltételt, akkor U(A) = 0.

Alkalmazasok

e Pozitiv Lebesgue-mérték pénzfeldobasos rendszerek esetén. A p
paraméterti pénzfeldobasos rendszer esetén tekintjiik a determinisztikus
rendszerhez tartozo B = (Bg)ge[r) matrixhalmazt. Tegyiik fel, hogy ezek
kozbsen pozitivan irreducibilis tulajdonsagtak. Ekkor

Leb(A,) > 0 akkor és csak akkor, ha p > exp(—A(B)),

ahol A\(B) a B matrixhalmazhoz tartozo Ljapunov-exponens. Jellemzs-
en nagyon nehéz megbecsiilni egy matrixhalmazhoz tartozé Ljapunov-
exponenst.

3.3. Felhaszndlds. Pollicott és Vytnova bebizonyitottak (ez személyes
kommunikacion alapul), hogy a derékszogt Sierpiriski-szényeg 45 fokos
vetiilete esetén a A\(B) Ljapunov-exponens alsé és fels§ korlatja 0.3961,
illetve 0.3962. Kovetkezésképpen p > 0.673 esetén Leb(A,) > 0 majdnem
biztosan a nem-kihalas feltétele mellett.

3.2. Bels6 pontok hidnya és pozitiv Lebesgue-mérték
Az eredmények a kovetkezoképpen foglalhatok Gssze:

e Bizonyitunk egy tételt a belsé pontok nemlétezésérsl az egész IFS-ek
véletlen attraktoraiban. Ez a [8, 1. tétel] eredmény kiterjesztésének te-
kinthets, amely éles feltételt ad a belsé pontok nemlétezésére a teljes vagy
elhanyagolhat6 atfedésekkel rendelkezs IFS-ek esetén. Megjegyezziik,
hogy az alsé spektralsugar segitségével megfogalmazott éles eredmény
ismert két véletlen Cantor-halmaz kiilonbségére, ehhez lasd [4].

e Pénzfeldobasos egész IFS esetén olyan feltételeket adunk meg, amelyek
teljestilése mellett 1étezik a valészintiségi paramétereknek egy nemtrivialis
(po, p1) intervalluma gy, hogy minden py < p < p1 esetén a A, véletlen
attraktor pozitiv Lebesgue-mértékt, de a belseje majdnem biztosan iires,
feltételezve a nem-kihalast.



Annak érdekében, hogy ezt a két fogalmat egyszerre targyalhassuk, beve-
zetjik a szubadditiv nyomdsfiiggvény fogalmat. Ez kodolja a két mennyiséggel
kapcsolatos informéciokat, mivel a nulldban vett jobb oldali derivéltja pontosan
a Ljapunov-exponens, a minusz végtelenben vett aszimptotaja pedig felilrsl
becsiili az als6 spektralsugar logaritmusat.

Fogalmak

3.4. Definicié. Az érdekes paraméterintervallum egy olyan (po,p1) nyilt
intervallum, ahol 0 < py < p1 < 1, és amelyre minden p € (po, p1) esetén a A,
véletlen (érmedobds) attraktor belseje majdnem biztosan iires, de majdnem
biztosan pozitiv Lebesgue-mértéki, feltételezve a nem-kihalést.

3.5. Definicié (Als6 spektralsugar). Rogzitsiik nemnegativ méatrixok egy
M = {My,...,My_1} halmazat. Definialjuk a kovetkez6t mennyiséget:

- . 1 )
pn(M, |- [) = inf{[ My, --- Mo, |, Mg, € M, 1 <j <n}.

Ekkor az M matrixok alsé spektrdlsugara a kovetkezSképpen adott:
pM) = T f (M, [ - ).

Ez a hatarérték a szubadditivitas és a Fekete-féle szubadditiv lemma miatt
létezik (az also spektralsugarrol bévebben lasd [12]). Tovabba intuitivan vilagos
(és a [12] cikkben expliciten bizonyitott), hogy p(M)-et feliilrsl becsiili barmely
n-szeres matrixszorzat spektralsugaranak az 1/n-edik hatvanya. A 3.6. tételbdl
arra kovetkeztethetiink, hogy a varhatoérték-matrixokra vonatkoz6 kozos
pozitivan irreducibilitési feltétel mellett, ha A = A, (M) > 0, de log(p(M)) < 0,
akkor az attraktor pozitiv Lebesgue-mértékd, de a belseje iires (majdnem
biztosan, feltéve a nem-kihalést).

Most bevezetjiik a szubadditiv nyomdsfliggvényt:

o1
P(t) = lm —log( Y] [Ml"). (3.2)
de[L]™

A szubadditiv nyomas tulajdonsagait a [9, 10| cikkek bizonyitjak. A relevins
tulajdonsagai, hogy M esetén P(¢) minden t € R-re létezik, tovabba konvex
és folytonos. S&t, ¢t > 0 esetén folytonosan differencialhato.

Specialisan lim;_,o4 P'(t) = A és limy,_o P(t)/t = log(p(M)). Ebbdsl
kovetkezik, hogy ha P(t) szigortan konvex a (—o0, 0] egy részintervallumén,
akkor log(p(M)) < A.
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4 Bl 0, B(0y),

s /

2. dbra. Az els6 abra az M varhatoérték-méatrixokhoz tartozé szubadditiv
nyomads tulajdonsagait abrazolja (amikor létezik az érdekes paraméterinterval-
lum). A maésodik abra a B matrixokhoz tartozo szubadditiv nyomés érint&it
mutatja, valamint az érintéket a nullaban és egy ty < 0 pontban.

Eredmények

3.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy a vdrhatéérték-mdtrizok kielégitik a p(M) < 1
feltételt. Ekkor az attraktor belseje majdnem biztosan tires.

3.7. Lemma. Tegyiik fel, hogy M kdzésen pozitivan irreducibilis. Ha P(t)
szigorian konver a (—o0,0) egy részintervallumdn, akkor létezik az érdekes
paraméterintervallum.

Itt megemlitiink még egy utolsé eredményt, amely Tom Rush egy altala-
nosabb tételének [25] a kovetkezménye, és amelyet néhany speciélis esetben
alkalmazhatunk.

3.8. Lemma (Tom Rush egy tételének kovetkezménye). Tegyiik fel, hogy M
invertdlhato mdtrizokbdl dll, és

o [étezik olyan M € M, amelynek sajdtértékeinek modulusa mind kilénboz-
nek;

e és létezik olyan M e M, hogy M(V) N W = {0} a kiegészité dimenzidji,
M-invaridns alterek bdrmely pdrjdra.

Ekkor a nyomds vagy affin a teljes értelmezési tartomdnydn, vagy szigorian
konvex a 0 egy kornyezetében.

Alkalmazasok

¢ Ermedobés rendszerek Ermedobos rendszerek esetén a nyomas felir-

hato a kovetkezs alakban:
Py(t) = P(t) + tlog(p),

ahol P (t) a determinisztikus IFSt jellemz6 {Bg}ge[) méatrixokhoz tartozo
nyomas. Ha a {Bg}gerz] esetén a nyomas kielégiti a 3.7. lemméaban
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emlitett szigoru konvexitasi feltételt, akkor konnyen belathatd, hogy
pe (e B j5(B)) esetén a véletlen attraktor pozitiv Lebesgue-mértéki,
de a belseje majdnem biztosan iires, feltételezve a nem-kihalast.

e Néhany specifikus példa érmedoboés rendszerekre

3.9. Felhaszndlds. Bizonyos érmedobds rendszereknél vannak becslések a
Ljapunov-exponensre és az als6 spektrilsugarra, amelyek bizonyitjak az
érdekes paraméterintervallum létezik.

3.10. Felhaszndlds. Egy egyszeri szamolas megmutatja, hogy a 3.8.
lemma feltételei teljesiilnek a 4.2 példa esetében. Azt a tényt, hogy a
nyomaéas ennél a példanal az egy kozelében nem affin, Barany és Rams
bizonyitotta, lasd [2, 1.3. tétel bizonyitasal. Kovetkezésképpen ebben az
esetben az érdekes paraméterintervallum létezik.

3.3. Bels6 pontok létezése

A teriilethez valo hozzajarulas a kovetkezSképpen jellemezhetd:

e Bizonyitunk egy tételt (3.11. tétel) a véletlen attraktorban lévs bel-
s6 pontok létezésérsl. Ez az elhanyagolhat6é vagy pontos atfedésekkel
rendelkez6 halmazokra vonatkozé hasonlé eredmények kiterjesztése alta-
lanos egész-6nhasonlé IFS-ekre. Megemlitjiik, hogy az als6 spektralsugér
segitségével megfogalmazott éles eredmény megjelent a [4] cikkben két
véletlen Cantor-halmaz kiilonbségére.

e Példakat adunk (3.14. alkalmazas), ahol a Wolfram Mathematica progra-
mozasi nyelv hasznalataval megbecsiiltiik azt a valészintiségi paramétert,
amelynél (feltételeezve a nem-kihalast) az attraktor majdnem biztosan
tartalmaz egy intervallumot.

Eredmények

3.11. Tétel. Tegyiik fel, hogy az M vdrhatiérték-mdtrizok megengedett mdtri-
zok, és tovabbd létezik egqyU = {u, ..., u,} vektorhalmaz, aholw; = (u;(1),...,u;(N)) €
NM\{0}, gy, hogy a kivetkezdk teljesiilnek:
1. Létezik v e [N]1,S* e N,u* €U és 0 € [L]5" gy, hogy
P(Y.(0%,v) = u*) > 0,

az Y (0,v) = (#{i€ &, : Si(JW) = Jév)})we[N]l vektor értékd valdszi-

niiségi vdltozokra, 0 € [L]™ és v € [N]y esetén.
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2. Létezik Re N, v > 1 és h* < [M]; dgy, hogy pr > 0, tovdbbd minden
0 e [L]T és minden u e U esetén létezik egy v € U, amelyre

ahol (B*)T = (h*,..., h¥).

Ekkor a A véletlen attraktor majdnem biztosan tartalmaz egy intervallumot, a
nem-kihaldst feltételezve.

Alkalmazasok

Ermedobés rendszerek Ermedobos rendszerek esetén a 3.11. tétel a kovet-
kezGképpen egyszertisodik.

3.12. Tétel. Tekintsiik azt az érmedobds dnhasonlo egész IFS-t, amelynek
vdrhatoérték-mdtrizai M = {My = p-Bg,...,My_; = p-Bp_1}. Te-
gytk fel, hogy létezik eqy nem dres U = {uy,...,u,,} halmaz, ahol u; =
(ui(1),...,u;(N)) e NV\{0}, tigy, hogy a kévetkezok teljesiilnek:

1. Léteziku* e U és 0™ e [L]S>I< valamely S* > 1 esetén, valamint U* € [N];
gy, hogy
elxBgx = u*. (3.3)

2. Létezik eqy v > 1 és egy R szint dgy, hogy minden u € U és minden
0 e [L]T esetén létezik egy v e U, amelyre

u"Mj > Y.

Ekkor A, magjdnem biztosan tartalmaz intervallumot, feltételezve a rendszer
nem-kihaldsdt.

3.13. Corollary. A 3.12. tételben lévd feltételek mellett tegyiik fel, hogy a
kovetkezdk teljestilnek:

e [étezik olyan 6 € [L], amelyre a By mdtriznak van egy szigorian pozitiv
sora, €s

e minden 6 € [L] esetén az My mdtrizban minden oszloposszeg nagyobb,
mint egy.

Ekkor a wvéletlen attraktor majdnem biztosan tartalmaz egy intervallumot,
feltételezve a nem-kihaldst.
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3.14. Felhaszndlds (4.2. példa). A 4.2. példa esetében (amely a ,,0-1-3 problé-
ma”, 1/2-es kontrakcios arannyal),

U =1{(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)}

és megbecsiiltiik az optimalis y-t a 20-adik szintenen, ami a kévetkezd ered-
ményt adta: p > 4637120 ~ 0.7357 esetén A, majdnem biztosan tartalmaz
egy intervallumot feltételezve a nem-kihalast.

3.4. A véletlen attraktor dimenzidéelmélete
Fogalmak

Ebben az eredményben ismét a méatrixszorzatra definialt szubadditiv nyomas-
fiiggvényre tamaszkodunk (lasd (3.2)). Ez a rész a kovetkezGképpen jarul
hozzé a fraktalgeometria teriiletéhez:

e Adunk egy tételt a véletlen attraktor majdnem biztos dimenzidjanak
értékére vonatkozoan. Ez az elhanyagolhato vagy pontos atfedésekkel
rendelkezd halmazokra vonatkozo hasonlé eredmények kiterjesztése az
egész IFS-ek esetére. (3.15. tétel.)

Eredmények

3.15. Tétel. Régzitsiink eqy S = {Si(x) = z/L + t;}M, IFS-t, amelynek
véletlen attraktora A, és vdrhatéérték-mdirizai M = {My, ..., Mg_1}. Tegyik
fel, hogy M kézésen pozitivan irreducibilis. A A véletlen attraktor Hausdorff-,
doboz- €s pakoldsi dimenzidjanak kdzds értéke

P(t)
dimA = inf —=
H tel[IflJ,l] log L’
majdnem biztosan, feltételezve a nem-kihaldst.

Alkalmazasok

Nagyon nehéz ezt a dimenziéformuldt numerikusan kiszamitani vagy megbe-
csiilni. Ugy gondoljuk, hogy ahhoz az esethez képest, amikor pontos vagy
elhanyagolhat6 atfedések vannak, nem fordulhatnak el6 4j jelenségek. Bizonyos
kovetkeztetéseket le lehet vonni a halmazok dimenzidjara vonatkozdan, mint
példaul:

e Tegyiik fel, hogy adott egy kétdimenzios szényeg azzal a tulajdonség-
gal, hogy a kontrakciés arany reciproka (L) nem osztoja a leképezések
szamanak (M). Tekintsiink egy érmedobods rendszert, amely ennek az
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3. dbra. A (determinisztikus) derékszogi Sierpiriski-sz6nyeg és a proj(G,)-nek
megfelel§ TFS kozelitései.

IFS-nek a cilinder halmazain fut p paraméterrel. Rogzitsiik ennek az
IFS-nek egy tetszoleges racionalis ortogonalis vetiiletét egy egyenesre.
Ekkor létezik egy nemtrivialis (po,p1) paraméterintervallum agy, hogy

dimp (proj(Ap)) < dimp(A,).

e Ermedobos rendszerek esetén nem létezik p-nek olyan paraméterinterval-
luma, amelyre Leb(A,) = 0, de dimg(A) > 1.

4. Példak

4.1. A derékszogi Sierpinski-szényeg vetiiletei

Ebben a szakaszban a derékszogii Sierpiriski-szényeg (a kovetkezd R2-beli
6nhasonlo IFS attraktora) vetiileteit vizsgaljuk.

3

S = {Si(x) = ;x+ti} ;

=0

ahol {;i}fzo a kovetkezd halmaz egy felsorolésa: {O7 %}2 \ { (%, %)} . Az els6
par szintii kozelitésekhez lasd az 3. abrat. Tekintsiik a determinisztikus IFS
érmedobos randomizaciojat p € (0,1] paraméterrel. A véletlen attraktort
Gp-vel jeloljiik. A derékszogt Sierpinski-szényeg, valamint a vetiiletei akkor és
csak akkor nem {iiresek, ha p > 1/3, és dimenzidja majdnem biztosan log,(3p)
(feltételezve a nem-kihalast).

4.1. Példa (A véletlen derékszogl Sierpinski-szényeg 45-fokos vetiilete). Te-
kintsiik a proj : R? — R, proj(z,y) := —x + y leképezést, amely a 45-fokos
vetiilet atskalazott verzidja. Ekkor a proj(Gy,) (lasd a 3. abrat) a kovetkezd
IFS-t adja: S = {Si(z) = o +2(i — 1)}?21. Ebben az esetben L = N = 2.
A( 1t)ipusE)kat] az alabbi alapintervallumok hatarozzak meg: J(© := [0,2] és
JW = [2,4].
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4. dbra. A vetitett IFS-ek abrazolasa.

A megfelel6 matrixok a kovetkezok:

10 11
so-fu 3] mfo ]

Itt Osszegytijtjiik a disszertacio tételeinek alkalmazasait erre a példéra.

e A 3.3. alkalmazasbol kovetkezik, hogy p < 0.672 esetén a véletlen
attraktor Lebesgue-mértéke majdnem biztosan 0, azonban p > 0.673
esetén a Lebesgue-mérték pozitiv majdnem biztosan a nem kihalést
feltételezve.

e Vilagos, hogy p = 1 esetén a véletlen attraktor (amely majdnem biztosan
megegyezik a determinisztikus attraktorral) belseje nem tires. Mivel
mindkét matrix spektralsugara 1, ebbdl kovetkezik, hogy p < 1 esetén a
belseje majdnem biztosan iires. Megemlitjiik, hogy ugyanez a helyzet all
el6, ha a koord inatavetiileteket tekintjiik.

e Ebbdl kévetkezik, hogy létezik egy paraméterintervallum, ahol a véleteln
attraktor belseje iires, de a Lebesgue-mértéke pozitiv majdnem biztosan
a nem-kihalastre feltételezve.

Ezt az 5. abra foglalja 6ssze. Az abra tovabbé tartalmazza a dimenzioformula
explicite nem megfogalmazott kdvetkezményeit.

4.2. Példa (0-1-3, 1/2-es kontrakcioval).

1
Sz(,T) = 53? +t;, 1 € {0, 173} (41)

JO =10,2], JO =[2,4], J@ = [4,6].
1 00 1 10
Bo=|0 1 1|, B;=|1 0 1
010 0 0 1

A 3.14. alkalmazéasban bebizonyitottuk, hogy p > 0.7357 esetén a véletlen
attraktor belseje majdnem biztosan nem {ires a nem kihalast feltételezve. Ez
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0.6728 < py < 0.673

Leb(proj(A,) > 0

dim projA, = dim A, a.s. | dim projA, < dim A, a.s. * Int(proj(A,) = 0 a.s. *

1/3 D1 2/3 p3=1
dimA, =1

5. dbra. a paraméterintervallumok az 4.1. példa esetében.

D2

Leb(proj(A,) > 0

dim projA, = dim A, a.s. | dim projA, < dim A, a.s. * Int(proj(A,) =0 as. *

Int(proj(A, 0 as. *
2/3 (proj(A,) #
= I 0.618 < ps < 0.7357

6. 4bra. a paraméterintervallumok az 4.2. példa esetében.

a viselkedés eltér a 45-fokos és a tengelyvetiiletektsl. Alkalmazhatjuk a 3.8.
lemmat annak kimutatasara, hogy az érdekes paraméterintervallum létezik.
Ezt az 6. abra foglalja Gssze, mely tovabba tartalmazza a dimenziéformula
explicite nem megfogalmazott kdvetkezményeit.
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