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1. Bevezetés
Ebben a tézisfüzetben rövid összefoglalót adunk a disszertáció motivációjáról,
ismertetjük a disszertáció főbb tételeit, és bemutatunk néhány alkalmazást. A
disszertáció a statisztikailag önhasonló halmazok egy speciális családjáról szól.

A Mandelbrot perkolációt R2-ben a következőképpen konstruáljuk induktív
módon. Rögzítünk egy L ě 2 egész számot és egy p P p0, 1s valószínűségi
paramétert. A zárt egységnégyzetet L2 egybevágó résznégyzetre osztjuk, ame-
lyek mindegyikét egymástól függetlenül p valószínűséggel megtartjuk, és 1 ´ p
valószínűséggel elhagyjuk. Ezt a folyamatot a megtartott négyzetekben a
végtelenségig ismételjük, vagy amíg nem marad több négyzet, melynek ered-
ményeképpen kapjuk a Mandelbrot perkolációt. Ezt a perkolációs folyamatot
egy 2-dimensziós szivacs építőköveire megszorítva egy véletlen szivacsot ka-
punk. Véletlen szivacsok egyenesekre vett racionális vetületeit1 vizsgáljuk a
Hausdorff-dimenzió, a Lebesgue-mérték pozitivitása és belső pontok létezé-
se szempontjából. A Mandelbrot-perkolációval ellentétben a szivacs térbeli
inhomogenitása kvalitatíve eltérő jelenségeket eredményez.

A 2-dimenziós szivacsok egy jól ismert példája a Sierpiński-szőnyeg, azonban
ebben a tézisfüzetben a sokkal egyszerűbb derékszögű Sierpiński-szőnyegre
fókuszálunk, ennek konstrukciójához lásd az 4. szakaszt.

1.1. A kutatás motivációja
A projekcióelmélet egyik korai, meghatározó eredménye Marstrand vetületté-
tele 1954-ből [15].

1.1. Tétel. Legyen E Ă R2 egy Borel-halmaz. Ekkor a következők teljesülnek.

• Ha dimH E ą 1, akkor E majdnem minden egyenesre vett vetülete pozitív
Lebesgue-mértékű.

1racionális vetületek alatt racionális iránytangensű egyenesekre vett merőleges vetületeket
értünk. Szivacsok alatt olyan önhasonló halmazokat értünk, amelyek első szintű hengerei
egy 1{L-rácshoz illeszkednek valamely 2 ď L P N esetén.



• Ha dimH E ą 1, akkor E majdnem minden egyenesre vett vetületének a
Hausdorff-dimenziója megegyezik E dimenziójával.

Itt csak néhány, véletlen halmazokhoz kapcsolódó tétel említünk azon
számos eredmény közül, amelyek megszületését ezen tétel inspirálta. Jelölje
Mp “ ML

p az L és p paraméterű Mandelbrot-perkolációt. Jól ismert (lásd
például Kahane [13], Hawkes [11], Falconer [6], Mauldin-Williams [16]), hogy
ebben az esetben

dimH Mp “
logL2p

logL
majdnem biztosan az Mp ‰ H feltétel mellett2. (1.1)

A következő tétel azt mutatja, hogy a Mandelbrot-perkolációra Marstrand
tételének egy erősebb változata teljesül.

1.2. Tétel (Rams-Simon, [22], [23]). • Ha dimH Mp ą 1, akkor a nem-
kihalás feltétele mellett majdnem biztosan az összes egyenesre vett vetület
szimultán tartalmaz intervallumot.

• Ha dimH Mp ď 1, akkor majdnem biztosan az összes egyenesre vett
vetület Hausdorff-dimenziója megegyezik dimH Mp értékével.

A fenti állítás azért teljesülhet szimultán minden irányra, mert a Mandelbrot-
féle perkolációs fraktál térben homogén. Simon és Vágó megmutatta a [26]
cikkben, hogy ha egy analóg perkolációs folyamatot tekintünk a Sierpiński-
szőnyeget is alkotó négyzeteken, akkor a kapott véletlen halmazra a 1.2 Tétel
nem teljesül.

1.3. Tétel (Simon-Vágó [26]). Jelölje Sp a p paraméterű véletlen Sierpiński-
szőnyeget. Minden racionális tangensű α szöghöz létezik egy Iα paraméterin-
tervallum úgy, hogy p P Iα esetén szimultán dimH Sp ą 1, de a projα Sp nem
tartalmaz belső pontot majdnem biztosan.

Megjegyezzük, hogy ez összességében nem olyan meglepő; már a determi-
nisztikus esetben is jól ismert, hogy szivacsoknál a racionális irányokban vett
vetületek általában kivételesek.3

Természetes a kérdés, hogy milyen viselkedéseket figyelhetünk meg, ahogy
a p valószínűségi paramétert változtatjuk véletlen inhomogén szivacsok (mint
például a véletlen Sierpiński-szőnyeg) racionális vetületei esetén.

Tengely-vetületek Egy már alaposan viszgált eset az, amikor a koordi-
nátatengelyekre vett vetületeket vizsgáljuk. Ezt Falconer, Dekking, Grimmet
és Meester tanulmányozta a Hausdorff- és a dobozdimenzió [3, 9. tétel] és
[7], a belső pontok létezése [8], illetve a Lebesgue-mérték pozitivitása [3, 8.
tétel] szempontjából. Megjegyezzük, hogy ezek az eredmények a példák egy

3lsd. pl. a négy-sarok halmazt.
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1. ábra. A paraméterintervallumok és határaik a p valószínűségi paraméter
változtatásakor, abban az esetben, amikor egy Λp véletlen szivacsot a koordi-
nátatengelyre vetítünk. A vetített halmazt proj Λp jelöli, mi az oszloponkénti
várható értékeket jelöli, a ˚ pedig a nem-kihalás feltételére utal.

általánosabb családjára is érvényesek annál, ahogyan itt prezentáljuk őket. Az
eredmények az tmiuiPrLs oszlopra megszorított várható értékeken alapulnak.
Nevezetesen legyen mi azon első szintű négyzetek várható száma, amelyek az
i-edik L-adikus intervallumra vetülnek: riL´1, pi ` 1qL´1s. Ekkor bizonyos
gyenge regularitási feltételek mellett a következő teljesül a vetített proj Λ
véletlen halmazra:

1. Ha mi ą 1 minden i-re, akkor proj Λ tartalmaz belső pontot a nem-
kihalás feltétele mellett.

2. Ha
śL´1

i“0 mi ą 1, akkor proj Λ pozitív Lebesgue-mértékű majdnem
biztosan a nem-kihalás feltétele mellett,

3. dimH proj Λ “ dimB proj Λ “ inftPr0,1s logp
řL´1

i“0 mt
iq{ logpLq majdnem

biztosan a nem kihalás feltétele mellett.

A fentieket néhány következménnyel együtt a 1. ábra foglalja össze abban az
esetben, amikor nem minden mi egyezik meg4. Véletlen Cantor-halmazok
összegei Itt csak megemlítjük, hogy [4, 5, 17] cikkekben a szerzők 1-dimenziós
véletlen Cantor-halmazok különbségeit vizsgálták. Ezen halmazok kapcso-
lata a racionális vetületekkel abból fakad, hogy két halmaz különbsége a
szorzathalmaz 45 fokos vetületének egy átskálázott változata. A szerzők ha-
sonló szenpontokból vizsgálták ezen halmazokat: belső pontjainak létezését
és Lebesgue-mértékük pozitivitását tanulmányozták. Az ezekben a cikkekben
bevezetett bizonyítási ötletek nagyon jól alkalmazhatóak voltak a szivacsok
racionális vetületeinek tanulmányozásakor is.

4ha mindegyik megegyezik, akkor a Mandelbrot perkolációhoz hasonló viselkedést tapasz-
talunk.
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További jelölések A végtelen szavakat és mátrixokat félkövér betűkkel,
míg a vektorokat és véges szavakat aláhúzással jelöljük. Egy 2 ď K P N esetén
a rKs “ t0, . . . ,K ´ 1u és rKs1 “ t1, . . . ,Ku jelöléseket használjuk.

Az I ábécé esetén In jelöli az n hosszúságú szavak halmazát, I˚ “
Ť

nPN In

a véges szavak halmazát, és ΣI az I feletti végtelen szavak halmazát. Jelölje
θ|n és θθθ|n az θ véges szó, illetve a θθθ végtelen szó n hosszúságú prefixumát.
Egy nemnegatív M mátrix esetén jelölje Mpi, jq az i-edik sor j-edik elemét,
és }M} “

ř

i

ř

j Mpi, jq.
Összefoglaló A disszertációban azt vizsgáltuk, hogy a tengelyekre vett

vetületeknél megfigyelt tulajdonságok (ahogyan azt a 1. ábra illusztrálja)
megjelnnek-e általános racionális vetületekre. Kezdetben nem volt világos, hogy
léteznek-e hasonló intervallumok, vagy új paraméterintervallumok jelennek-e
meg. Végül az eredményeink egyelőre azt mutatják, hogy nem lépnek fel új
jelenségek.

2. Felépítés
Ebben a szakaszban bevezetjük a determinisztikus Iterált függvényrendszerek
(IFS-ek) egy családját, az úgynevezett egész-önhasonló IFS-eket, valamint azt
a véletlen folyamatot, amellyel kiválasztjuk, hogy mely elemeket tartjuk meg
és melyeket hagyjuk el, mely folyamat végül egy véletlen attraktort generál.

Kontrakciók egy véges S :“ tSipxquiPrMs1 listáját kontrakciós iterált függ-
vényrendszernek (IFS) nevezzük. Ebben a disszertációban homogén, egydi-
menziós, önhasonló IFS-ekre szorítkozunk, ahol az IFS minden függvénye egy
hasonlósági transzformáció: vagyis minden i P rM s1 esetén, az Si : R Ñ R
leképezés Sipxq “ rx ` ti alakú valamely r P p´1, 1qzt0u és ti P R esetén.

A továbbiakban a következő jelölést használjuk:

Si1...in :“ Si1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ Sin .

Létezik olyan kompakt B Ă R halmaz, amelyre SipBq Ă B. Hutchinson
egy klasszikus eredménye szerint ehhez az S IFS-hez egyértelműen létezik
olyan nem üres kompakt halmaz, amely kielégíti a következőt:

Λ “
ď

iPrMs1

SipΛq.

Erre a halmazra attraktorként hivatkozunk, és megjegyezzük, hogy ekvivalens
módon a következőképpen is definiálható:

Λ “
č

nPN

ď

pi1,...,inqPrMsn1

Si1...inpBq.
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2.1. Egész-önhasonló IFS-ek
Megköveteljük, hogy az IFS-re a következő két tulajdonság teljesüljön.

(a) Minden kontrakció ugyanannak az egész számnak a reciproka: azaz
r “ 1{L valamely L ě 2 egész számra.

(b) Minden ti eltolás racionális szám.

Emlékeztetjük az olvasót, hogy ilyen IFS-ekre standard példák a 2-dimenziós szi-
vacsok racionális vetületei. Ezek az IFS-ek konjugálhatók olyan önhasonló IFS-
ekké, amelyek közös kontrakciós aránya 1{L és eltolásai 0 “ t1 ď t2 ď ¨ ¨ ¨ ď tM ,
ahol ti P Z minden i-re, és L ´ 1 osztja tM -et. Az ilyen alakú IFS-eket egész-
önhasonló IFS -nek (ISSIFS) nevezzük. Ezeknek az IFS-eknek a cilinderhalma-
zai (Sipr0, tML{pL ´ 1qsq) jelentős átfedéseket tartalmaznak. Általában véve
az átfedések jelentősen megbonyolíthatják az attraktor geometriai elemzését.
Azért ezeket az IFS-eket vizsgáljuk, mert az a struktúra, ahogy az átfedé-
sek megjelennek rendkívűl jól jellemezhető mátrixok egy véges halmazának
segítségével.

Rögzítünk egy S egész-önhasonló IFS-t, amelynek közös kontrakciós aránya
1{L, és #S “ M . Legyen η az S IFS-hez és az p1{M, . . . , 1{Mq valószínűségi
vektorhoz tartozó önhasonló mérték: A Ă R Borel halmazokra az η mérték
kielégíti a következőt:

ηpAq “
ÿ 1

M
ηpS´1

j Aq.

Ezután bevezetjük R (mod 0)-felosztásainak egy családját, és ezen felosztások
elemeire L-adikus intervallumokként hivatkozunk:

Dk :“
␣“

pi ´ 1qL´k, iL´k
‰

: i P Z
(

, k P t´1, 0, 1, 2, . . . u . (2.1)

Különös figyelmet fordítunk a D´1 azon elemeire, amelyek pozitív η-mértékűek.
Ezeket alapintervallumoknak nevezzük. Az alapintervallumok a következők:
!

J puq :“ rbuL, pbu ` 1qLs

)N

u“1
, bu P N, bu ă bu`1, u “ 1, . . . , N ´ 1. (2.2)

A legkisebb intervallum, amely tartalmazza az összes alapintervallumot:

I “

„

0, L
tM´1

L ´ 1

ȷ

. (2.3)

Minden k P rN s1 és n P N esetén a J pkq alapintervallum felosztható a Dn´1-
ben foglalt Ln darab, egyenként L´pn´1q hosszúságú egybevágó részinterval-
lumra, amelyeket J

pkq

θ -val jelölünk, ahol θ “ pθ1, . . . , θnq P rLsn. Pontosabban,
u P rN s1 és θ P rLsn esetén:

J
puq

θ “

«

buL `

n
ÿ

ℓ“1

θℓL
´pℓ´1q, buL `

n
ÿ

ℓ“1

θℓL
´pℓ´1q ` L´pn´1q

ff

.
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Ezeknek az IFS-eknek egy kulcstulajdonságú, fentebb említett tulajdonsága,
hogy lehetővé tesz egy az átfedéseket kódoló mátrixreprezentációt. Ezt Victor
Ruiz vezette be a [24] cikkben, determinisztikus IFS-ek vizsgálatára. Minden
θ P rLsn és n ě 1 esetén definiáljuk a következő N ˆ N -es mátrixot:

Bθpu, vq :“ #
!

ℓ P rM sn1 : SℓpJ
pvqq “ J

puq

θ

)

.

Megmutatható, hogy θ “ pθ1, . . . , θnq P rLsn és n ą 1 esetén,

Bθpu, vq “ pBθ1 ¨ ¨ ¨Bθnqpu, vq.

2.2. A véletlen folyamat

2.1. Definíció (Helyettesítséses önhasonló halmazok). Legyen S “ tSiu
M
i“1

egy egész önhasonló IFS és legyen p “ pphqhPPprMs1q egy valószínűségi el-
oszlás az rM s1 hatványhalmazán. A megfelelő helyettesítéses önhasonló Λ
halmazt a következőképpen definiáljuk: Az első lépésben kiválasztunk egy
véletlen E1 Ă rM s1 részhalmazt úgy, hogy PpE1 “ hq “ ph teljesüljön bármely
h P PprM s1q esetén. Tegyük fel, hogy az n-edik szinten megtartott csúcsok
En Ă rM sn1 -nel jelölt halmazát már megszerkesztettük. Minden megtartott
i P En csúcshoz (függetlenül) választunk egy véletlen E ris

1 Ă rM s1 részhal-
mazt, amelynek eloszlása megegyezik az E1 p eloszlásával. Egy megtartott i

csúcs leszármazottainak halmazát az Opiq “ tik P rM s
n`1
1 : k P E ris

1 u képlet
definiálja.

Ezután az n ` 1-edik szinten megtartott csúcsokat az összes leszármazott
uniójaként definiáljuk:

En`1 “
ď

iPEn

Opiq Ă rM s
n`1
1 .

Végül a helyettesítéses önhasonló halmazt a következőképpen definiáljuk:

Λ :“
8
č

n“1

ď

iPEn

SipIq,

ahol I-t a (2.3) képlet definiálja.

Az alkalmazásokban egy speciális családot tekintünk, amelyre pénzfeldo-
básos egész-önhasonló IFS-ként hivatkozunk. Ebben az esetben rögzítünk
egy p P p0, 1s valószínűségi paramétert, és a perkolációs folyamatot a cilinder
halmazokon vesszük. Ez az a speciális eset, amikor a p “ pphqhĂrMs1 eloszlást
a következőképpen adjuk meg:

ph “ p#hp1 ´ pqM´#h. (2.4)
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2.3. Egy fontos mennyiség: A várhatóérték-mátrixok
Az eredményeket a várhatóérték-mátrixok fogalmaival mondjuk ki. Ezek a
tBθuθPrLs mátrixok várhatóérték-analógjai. Nevezetesen, legyenek tMθuθPrLs˚

azok a mátrixok, amelyek kielégítik a következőt:

Mθpu, vq “ E
´

#
!

ℓ P rM sn1 : SℓpJ
pvqq “ J

puq

θ

)¯

. (2.5)

minden θ P rLsn esetén.
Megjegyezzük, hogy pθ1, . . . , θnq “ θ P rLsn esetén Mθ “ Mθ1 ¨ ¨ ¨Mθn , és

hogy a pénzfeldobásos rendszerekre Mθ “ pnBθ.

3. Eredmények és alkalmazások
A disszertáció a következő cikkeken alapul: [18–20]. Ezek mindegyike már
elfogadott, és Simon Károllyal közös munkán alapul. A 3.2., 3.6. tétel és a
3.7., 3.8. lemma a [20] cikkben jelent meg. Ott ezeket magasabb dimenzióban,
pénzfeldobásos rendszerekre bizonyítottuk. A 3.12. tétel ebben a formában
a [20] cikkben jelent meg. Ennek általánosabb verziója, a 3.11. tétel a 3.15.
tétellel együtt ebben a disszertációban jelenik meg először.

Ebben a szakaszban minden eredményt egy egész IFS-hez konjugált 1-
dimenziós IFS cilinderein alkalmazott helyettesítéses rendszerek attraktoraira
mondunk ki. Az IFS S “ tSipxq “ x{L ` tiu

M
i“1, az attraktort Λ jelöli (ahol a

Λp jelölést a p valószínűségi paraméterű pénzfeldobásos rendszereknek tartjuk
fenn). Hangsúlyozzuk, hogy a közös kontrakciós arány L´1, a leképezések
száma M , és N darab alapintervallum van, amelyeket J p1q, . . . , J pNq jelöl.

A várhatóérték-mátrixok M “ tM0, . . . ,ML´1u. Ezek a mátrixok konst-
rukciójukból adódóan nemnegatívak. Egy nemnegatív mátrixot megengedettnek
nevezzük, ha minden várhatóérték-mátrix minden sora és oszlopa tartalmaz
szigorúan pozitív elemet.

3.1. Definíció (közösen pozitívan irreducibilis mátrixok). Tekintsük a nemne-
gatív, megengedett mátrixok tM0, . . . ,ML´1u halmazát. Adott ΣrLs-en értel-
mezett ν valószínűségi mérték esetén azt mondjuk, hogy a mátrixok közösen po-
zitívan irreducibilis tulajdonságúak, ha létezik olyan pθ1, . . . , θnq P Σ

rMs1
n véges

szó, amelyre a Mθ1 . . .Mθn egy szigorúan pozitív mátrix, és νprθ1, . . . , θnsq ą 0.
Amikor a mérték implicit, az alatt azt értjük, hogy a mátrixok az egyenletes
eloszlásra nézve közösen pozitívan irreducibilis tulajdonságúak.

3.1. Ergodikus mértékek a véletlen attraktoron
Az itt szereplő tétel részben a [19] cikkbeli alapul, és a [20] cikkben jelent meg
pénzfeldobásos rendszerekre. A fraktálgeometriához való hozzájárulásaink a
következők:
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• A disszertációban bebizonyítjuk a [21, 2.6. tétel]-t a véletlen környezetben
zajló többtípusú elágazó folyamatok kihalásáról, feltételezve, hogy a
várhatóérték-mátrixok csak egy gyenge pozitivitási feltételt elégítenek ki.
Hasonló jellegű eredmények léteznek az irodalomban (lásd például [1, 14,
27], vagy a [28] összefoglaló cikket), de csak a várhatóérték-mátrixokra
vonatkozó erős pozitivitási feltételezésekkel. Ezek a feltételezések nem
teljesülnek az átfedésekkel rendelkező véletlen önhasonló halmazokat
kódoló várhatóérték-mátrixokra.

• A [21, 2.6. tétel] felhasználásával kiterjesztjük azokat az eredményeket,
amelyek egy véletlen halmaz pozitív mértékűségét vizsgálják egy rögzí-
tett ergodikus mértékre (például a Lebesgue-mértékre) vonatkozóan, a
csak egzakt vagy elhanyagolható átfedésekkel rendelkező halmazokról az
általános egész IFS-ekre. (3.2. tétel.)

Fogalmak

Jelölje ΠL : Σ
rLs Ñ r0, 1s az L-adikus kódoló leképezést, és egy J puq alap-

intervallum esetén definiáljuk a Γu : r0, 1s Ñ J puq projekciót x P r0, 1s-re a
Γupxq “ Lpbu ` xq képlettel. Tekintsük a Γu ˝ ΠL : Σ

rLs Ñ J puq kompozíciót,
melyre bevezetjük a következő jelölést:

rν :“
N
ÿ

j“1

pΓu ˝ ΠLq˚ν, (3.1)

ahol pΓu˝ΠLq˚ν jelöli a ν előretolt mértékét a Γu˝ΠL leképezésre vonatkozóan.
A

λνpMq :“ lim
nÑ8

1

n

1

Ln

ÿ

θPrLsn

log }Mθ},

mennyiséget ν-re vonatkozó Ljapunov-exponensnek nevezzük. Amikor a mérték
nincs specifikálva, akkor a ΣrLs-en vett egyenletes mértékre gondolunk. Ekvi-
valens módon λνpMq “ limnÑ8 1{n logp}Mθθθ|n}q teljesül ν-majdnem minden
θθθ P ΣrLs esetén.

Ezen szakasz fő eredménye a 3.2. Tétel. Ez szorosan kapcsolódik bizonyos
elágazó folyamatok kihalásához. A kritikus eset kezeléséhez egy további
regularitási feltételre van szükségünk, amelyet most ismertetünk.

Definiáljuk az Y pθ, vq “ p#ti P E1 : SipJ
pwqq “ J

pvq

θ uqwPrNs1 vektorértékű
valószínűségi változókat θ P rLs és v P rN s1 esetén.

1. Feltétel. Egy rögzített ΣrLs-en vett ergodikus ν mértékhez létezik olyan
θ P rLs, amelyre νprθsq ą 0, és minden v P rN s1 esetén:

PpY pθ, vq P t0u
ď

N
ď

j“1

ejq ă 1.
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Eredmények

3.2. Tétel. Tekintsünk egy ergodikus ν mértéket ΣrLs téren. Ha az M közösen
pozitívan irreducibilis a ν-re vonatkozóan, akkor a következők teljesülnek a rν
(3.1) mértékre:

• Ha λνpMq ą 0, akkor rνpΛq ą 0.

• Ha λνpMq ă 0, akkor rνpΛq “ 0.

• Ha λνpMq “ 0 és a véletlen attraktorhoz tartozó tY pθ, vqu vektorértékű
valószínűségi változók kielégítik a 1. Feltételt, akkor rνpΛq “ 0.

Alkalmazások

• Pozitív Lebesgue-mérték pénzfeldobásos rendszerek esetén. A p
paraméterű pénzfeldobásos rendszer esetén tekintjük a determinisztikus
rendszerhez tartozó B “ pBθqθPrLs mátrixhalmazt. Tegyük fel, hogy ezek
közösen pozitívan irreducibilis tulajdonságúak. Ekkor

LebpΛpq ą 0 akkor és csak akkor, ha p ą expp´λpBqq,

ahol λpBq a B mátrixhalmazhoz tartozó Ljapunov-exponens. Jellemző-
en nagyon nehéz megbecsülni egy mátrixhalmazhoz tartozó Ljapunov-
exponenst.
3.3. Felhasználás. Pollicott és Vytnova bebizonyították (ez személyes
kommunikáción alapul), hogy a derékszögű Sierpiński-szőnyeg 45 fokos
vetülete esetén a λpBq Ljapunov-exponens alsó és felső korlátja 0.3961,
illetve 0.3962. Következésképpen p ą 0.673 esetén LebpΛpq ą 0 majdnem
biztosan a nem-kihalás feltétele mellett.

3.2. Belső pontok hiánya és pozitív Lebesgue-mérték
Az eredmények a következőképpen foglalhatók össze:

• Bizonyítunk egy tételt a belső pontok nemlétezéséről az egész IFS-ek
véletlen attraktoraiban. Ez a [8, 1. tétel] eredmény kiterjesztésének te-
kinthető, amely éles feltételt ad a belső pontok nemlétezésére a teljes vagy
elhanyagolható átfedésekkel rendelkező IFS-ek esetén. Megjegyezzük,
hogy az alsó spektrálsugár segítségével megfogalmazott éles eredmény
ismert két véletlen Cantor-halmaz különbségére, ehhez lásd [4].

• Pénzfeldobásos egész IFS esetén olyan feltételeket adunk meg, amelyek
teljesülése mellett létezik a valószínűségi paramétereknek egy nemtriviális
pp0, p1q intervalluma úgy, hogy minden p0 ă p ă p1 esetén a Λp véletlen
attraktor pozitív Lebesgue-mértékű, de a belseje majdnem biztosan üres,
feltételezve a nem-kihalást.
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Annak érdekében, hogy ezt a két fogalmat egyszerre tárgyalhassuk, beve-
zetjük a szubadditív nyomásfüggvény fogalmát. Ez kódolja a két mennyiséggel
kapcsolatos információkat, mivel a nullában vett jobb oldali deriváltja pontosan
a Ljapunov-exponens, a mínusz végtelenben vett aszimptotája pedig felülről
becsüli az alsó spektrálsugár logaritmusát.

Fogalmak

3.4. Definíció. Az érdekes paraméterintervallum egy olyan pp0, p1q nyílt
intervallum, ahol 0 ď p0 ă p1 ď 1, és amelyre minden p P pp0, p1q esetén a Λp

véletlen (érmedobós) attraktor belseje majdnem biztosan üres, de majdnem
biztosan pozitív Lebesgue-mértékű, feltételezve a nem-kihalást.

3.5. Definíció (Alsó spektrálsugár). Rögzítsük nemnegatív mátrixok egy
M “ tM0, . . . ,ML´1u halmazát. Definiáljuk a következőt mennyiséget:

qρnpM, } ¨ }q :“ inft}Mθ1 ¨ ¨ ¨Mθn}
1
n , Mθj P M, 1 ď j ď nu.

Ekkor az M mátrixok alsó spektrálsugara a következőképpen adott:

qρpMq “ lim
nÑ8

qρnpM, } ¨ }q.

Ez a határérték a szubadditivitás és a Fekete-féle szubadditív lemma miatt
létezik (az alsó spektrálsugárról bővebben lásd [12]). Továbbá intuitívan világos
(és a [12] cikkben expliciten bizonyított), hogy qρpMq-et felülről becsüli bármely
n-szeres mátrixszorzat spektrálsugarának az 1{n-edik hatványa. A 3.6. tételből
arra következtethetünk, hogy a várhatóérték-mátrixokra vonatkozó közös
pozitívan irreducibilitási feltétel mellett, ha λ “ λνpMq ą 0, de logpqρpMqq ă 0,
akkor az attraktor pozitív Lebesgue-mértékű, de a belseje üres (majdnem
biztosan, feltéve a nem-kihalást).

Most bevezetjük a szubadditív nyomásfüggvényt :

P ptq :“ lim
nÑ8

1

n
logp

ÿ

θPrLsn

}Mθ}tq. (3.2)

A szubadditív nyomás tulajdonságait a [9, 10] cikkek bizonyítják. A releváns
tulajdonságai, hogy M esetén P ptq minden t P R-re létezik, továbbá konvex
és folytonos. Sőt, t ą 0 esetén folytonosan differenciálható.

Speciálisan limtÑ0` P 1ptq “ λ és limtÑ´8 P ptq{t ě logpqρpMqq. Ebből
következik, hogy ha P ptq szigorúan konvex a p´8, 0s egy részintervallumán,
akkor logpqρpMqq ă λ.
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2. ábra. Az első ábra az M várhatóérték-mátrixokhoz tartozó szubadditív
nyomás tulajdonságait ábrázolja (amikor létezik az érdekes paraméterinterval-
lum). A második ábra a B mátrixokhoz tartozó szubadditív nyomás érintőit
mutatja, valamint az érintőket a nullában és egy t0 ă 0 pontban.

Eredmények

3.6. Tétel. Tegyük fel, hogy a várhatóérték-mátrixok kielégítik a qρpMq ă 1
feltételt. Ekkor az attraktor belseje majdnem biztosan üres.

3.7. Lemma. Tegyük fel, hogy M közösen pozitívan irreducibilis. Ha P ptq
szigorúan konvex a p´8, 0q egy részintervallumán, akkor létezik az érdekes
paraméterintervallum.

Itt megemlítünk még egy utolsó eredményt, amely Tom Rush egy általá-
nosabb tételének [25] a következménye, és amelyet néhány speciális esetben
alkalmazhatunk.

3.8. Lemma (Tom Rush egy tételének következménye). Tegyük fel, hogy M
invertálható mátrixokból áll, és

• létezik olyan M P M, amelynek sajátértékeinek modulusa mind különböz-
nek;

• és létezik olyan ĂM P M, hogy ĂMpV q X W “ t0u a kiegészítő dimenziójú,
M-invariáns alterek bármely párjára.

Ekkor a nyomás vagy affin a teljes értelmezési tartományán, vagy szigorúan
konvex a 0 egy környezetében.

Alkalmazások

• Érmedobós rendszerek Érmedobós rendszerek esetén a nyomás felír-
ható a következő alakban:

Ppptq “ rP ptq ` t logppq,

ahol rP ptq a determinisztikus IFSt jellemző tBθuθPrLs mátrixokhoz tartozó
nyomás. Ha a tBθuθPrLs esetén a nyomás kielégíti a 3.7. lemmában
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említett szigorú konvexitási feltételt, akkor könnyen belátható, hogy
p P pe´λpBq, qρpBqq esetén a véletlen attraktor pozitív Lebesgue-mértékű,
de a belseje majdnem biztosan üres, feltételezve a nem-kihalást.

• Néhány specifikus példa érmedobós rendszerekre

3.9. Felhasználás. Bizonyos érmedobós rendszereknél vannak becslések a
Ljapunov-exponensre és az alsó spektrálsugárra, amelyek bizonyítják az
érdekes paraméterintervallum létezik.

3.10. Felhasználás. Egy egyszerű számolás megmutatja, hogy a 3.8.
lemma feltételei teljesülnek a 4.2 példa esetében. Azt a tényt, hogy a
nyomás ennél a példánál az egy közelében nem affin, Bárány és Rams
bizonyította, lásd [2, 1.3. tétel bizonyítása]. Következésképpen ebben az
esetben az érdekes paraméterintervallum létezik.

3.3. Belső pontok létezése
A területhez való hozzájárulás a következőképpen jellemezhető:

• Bizonyítunk egy tételt (3.11. tétel) a véletlen attraktorban lévő bel-
ső pontok létezéséről. Ez az elhanyagolható vagy pontos átfedésekkel
rendelkező halmazokra vonatkozó hasonló eredmények kiterjesztése álta-
lános egész-önhasonló IFS-ekre. Megemlítjük, hogy az alsó spektrálsugár
segítségével megfogalmazott éles eredmény megjelent a [4] cikkben két
véletlen Cantor-halmaz különbségére.

• Példákat adunk (3.14. alkalmazás), ahol a Wolfram Mathematica progra-
mozási nyelv használatával megbecsültük azt a valószínűségi paramétert,
amelynél (feltételeezve a nem-kihalást) az attraktor majdnem biztosan
tartalmaz egy intervallumot.

Eredmények

3.11. Tétel. Tegyük fel, hogy az M várhatóérték-mátrixok megengedett mátri-
xok, és továbbá létezik egy U “ tu1, . . . , uℓu vektorhalmaz, ahol ui “ puip1q, . . . , uipNqq P

NNzt0u, úgy, hogy a következők teljesülnek:

1. Létezik v P rN s1, S
˚ P N, u˚ P U és θ P rLsS

˚

úgy, hogy

PpY pθ˚, vq ě u˚q ą 0,

az Y pθ, vq “ p#ti P En : SipJ
pwqq “ J

pvq

θ uqwPrNs1 vektor értékű valószí-
nűségi változókra, θ P rLsn és v P rN s1 esetén.
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2. Létezik R P N, γ ą 1 és h˚ Ă rM s1 úgy, hogy ph ą 0, továbbá minden
θ P rLsR és minden u P U esetén létezik egy v P U , amelyre

uTB
ph˚

q
R

θ ě γv, és uTMθ ě γv,

ahol ph˚qR “ ph˚, . . . , h˚q.

Ekkor a Λ véletlen attraktor majdnem biztosan tartalmaz egy intervallumot, a
nem-kihalást feltételezve.

Alkalmazások

Érmedobós rendszerek Érmedobós rendszerek esetén a 3.11. tétel a követ-
kezőképpen egyszerűsödik.

3.12. Tétel. Tekintsük azt az érmedobós önhasonló egész IFS-t, amelynek
várhatóérték-mátrixai M “ tM0 “ p ¨ B0, . . . ,ML´1 “ p ¨ BL´1u. Te-
gyük fel, hogy létezik egy nem üres U :“ tu1, . . . , umu halmaz, ahol ui “

puip1q, . . . , uipNqq P NNzt0u, úgy, hogy a következők teljesülnek:

1. Létezik u˚ P U és θ˚
P rLsS

˚

valamely S˚ ě 1 esetén, valamint U˚ P rN s1

úgy, hogy
eTU˚Bθ˚ ě u˚. (3.3)

2. Létezik egy γ ą 1 és egy R szint úgy, hogy minden u P U és minden
θ P rLsR esetén létezik egy v P U , amelyre

uTMθ ě γv.

Ekkor Λp majdnem biztosan tartalmaz intervallumot, feltételezve a rendszer
nem-kihalását.

3.13. Corollary. A 3.12. tételben lévő feltételek mellett tegyük fel, hogy a
következők teljesülnek:

• létezik olyan θ P rLs, amelyre a Bθ mátrixnak van egy szigorúan pozitív
sora, és

• minden θ P rLs esetén az Mθ mátrixban minden oszlopösszeg nagyobb,
mint egy.

Ekkor a véletlen attraktor majdnem biztosan tartalmaz egy intervallumot,
feltételezve a nem-kihalást.

13



3.14. Felhasználás (4.2. példa). A 4.2. példa esetében (amely a „0-1-3 problé-
ma”, 1{2-es kontrakciós aránnyal),

U “ tp1, 0, 1q, p1, 1, 0q, p0, 1, 1qu

és megbecsültük az optimális γ-t a 20-adik szintenen, ami a következő ered-
ményt adta: p ą 463´1{20 „ 0.7357 esetén Λp majdnem biztosan tartalmaz
egy intervallumot feltételezve a nem-kihalást.

3.4. A véletlen attraktor dimenzióelmélete
Fogalmak

Ebben az eredményben ismét a mátrixszorzatra definiált szubadditív nyomás-
függvényre támaszkodunk (lásd (3.2)). Ez a rész a következőképpen járul
hozzá a fraktálgeometria területéhez:

• Adunk egy tételt a véletlen attraktor majdnem biztos dimenziójának
értékére vonatkozóan. Ez az elhanyagolható vagy pontos átfedésekkel
rendelkező halmazokra vonatkozó hasonló eredmények kiterjesztése az
egész IFS-ek esetére. (3.15. tétel.)

Eredmények

3.15. Tétel. Rögzítsünk egy S “ tSipxq “ x{L ` tiu
M
i“1 IFS-t, amelynek

véletlen attraktora Λ, és várhatóérték-mátrixai M “ tM0, . . . ,ML´1u. Tegyük
fel, hogy M közösen pozitívan irreducibilis. A Λ véletlen attraktor Hausdorff-,
doboz- és pakolási dimenziójának közös értéke

dimΛ “ inf
tPr0,1s

P ptq

logL
,

majdnem biztosan, feltételezve a nem-kihalást.

Alkalmazások

Nagyon nehéz ezt a dimenzióformulát numerikusan kiszámítani vagy megbe-
csülni. Úgy gondoljuk, hogy ahhoz az esethez képest, amikor pontos vagy
elhanyagolható átfedések vannak, nem fordulhatnak elő új jelenségek. Bizonyos
következtetéseket le lehet vonni a halmazok dimenziójára vonatkozóan, mint
például:

• Tegyük fel, hogy adott egy kétdimenziós szőnyeg azzal a tulajdonság-
gal, hogy a kontrakciós arány reciproka (L) nem osztója a leképezések
számának (M). Tekintsünk egy érmedobós rendszert, amely ennek az

14



3. ábra. A (determinisztikus) derékszögű Sierpiński-szőnyeg és a projpGpq-nek
megfelelő IFS közelítései.

IFS-nek a cilinder halmazain fut p paraméterrel. Rögzítsük ennek az
IFS-nek egy tetszőleges racionális ortogonális vetületét egy egyenesre.
Ekkor létezik egy nemtriviális pp0, p1q paraméterintervallum úgy, hogy

dimHpprojpΛpqq ă dimHpΛpq.

• Érmedobós rendszerek esetén nem létezik p-nek olyan paraméterinterval-
luma, amelyre LebpΛpq “ 0, de dimHpΛq ě 1.

4. Példák

4.1. A derékszögű Sierpiński-szőnyeg vetületei
Ebben a szakaszban a derékszögű Sierpiński-szőnyeg (a következő R2-beli
önhasonló IFS attraktora) vetületeit vizsgáljuk.

S :“

"

Sipxq “
1

2
x ` ti

*3

i“0

,

ahol ttiu
3
i“0 a következő halmaz egy felsorolása:

␣

0, 1
2

(2
z
␣`

1
2 ,

1
2

˘(

. Az első
pár szintű közelítésekhez lásd az 3. ábrát. Tekintsük a determinisztikus IFS
érmedobós randomizációját p P p0, 1s paraméterrel. A véletlen attraktort
Gp-vel jelöljük. A derékszögű Sierpiński-szőnyeg, valamint a vetületei akkor és
csak akkor nem üresek, ha p ą 1{3, és dimenziója majdnem biztosan log2p3pq

(feltételezve a nem-kihalást).

4.1. Példa (A véletlen derékszögű Sierpiński-szőnyeg 45-fokos vetülete). Te-
kintsük a proj : R2 Ñ R, projpx, yq :“ ´x ` y leképezést, amely a 45-fokos
vetület átskálázott verziója. Ekkor a projpGpq (lásd a 3. ábrát) a következő
IFS-t adja: S “

␣

Sipxq “ 1
2x ` 2pi ´ 1q

(3

i“1
. Ebben az esetben L “ N “ 2.

A típusokat az alábbi alapintervallumok határozzák meg: J p0q :“ r0, 2s és
J p1q :“ r2, 4s.
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4. ábra. A vetített IFS-ek ábrázolása.

A megfelelő mátrixok a következők:

B0 “

„

1 0
1 1

ȷ

, B1 “

„

1 1
0 1

ȷ

.

Itt összegyűjtjük a disszertáció tételeinek alkalmazásait erre a példára.

• A 3.3. alkalmazásból következik, hogy p ď 0.672 esetén a véletlen
attraktor Lebesgue-mértéke majdnem biztosan 0, azonban p ě 0.673
esetén a Lebesgue-mérték pozitív majdnem biztosan a nem kihalást
feltételezve.

• Világos, hogy p “ 1 esetén a véletlen attraktor (amely majdnem biztosan
megegyezik a determinisztikus attraktorral) belseje nem üres. Mivel
mindkét mátrix spektrálsugara 1, ebből következik, hogy p ă 1 esetén a
belseje majdnem biztosan üres. Megemlítjük, hogy ugyanez a helyzet áll
elő, ha a koord inátavetületeket tekintjük.

• Ebből következik, hogy létezik egy paraméterintervallum, ahol a véleteln
attraktor belseje üres, de a Lebesgue-mértéke pozitív majdnem biztosan
a nem-kihalástre feltételezve.

Ezt az 5. ábra foglalja össze. Az ábra továbbá tartalmazza a dimenzióformula
explicite nem megfogalmazott következményeit.

4.2. Példa (0-1-3, 1{2-es kontrakcióval).

Sipxq “
1

2
x ` ti, ti P t0, 1, 3u (4.1)

J p0q “ r0, 2s, J p1q “ r2, 4s, J p2q “ r4, 6s.

B0 “

»

–

1 0 0
0 1 1
0 1 0

fi

fl , B1 “

»

–

1 1 0
1 0 1
0 0 1

fi

fl .

A 3.14. alkalmazásban bebizonyítottuk, hogy p ą 0.7357 esetén a véletlen
attraktor belseje majdnem biztosan nem üres a nem kihalást feltételezve. Ez
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5. ábra. a paraméterintervallumok az 4.1. példa esetében.

6. ábra. a paraméterintervallumok az 4.2. példa esetében.

a viselkedés eltér a 45-fokos és a tengelyvetületektől. Alkalmazhatjuk a 3.8.
lemmát annak kimutatására, hogy az érdekes paraméterintervallum létezik.
Ezt az 6. ábra foglalja össze, mely továbbá tartalmazza a dimenzióformula
explicite nem megfogalmazott következményeit.
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